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1.	 - Le trattazioni proiettive deUa Geometria 
del Triangolo. 

A chi consideri il grandissimo numero di teoremi e di pro· 
pl'ietà il cui corpo costituisce la cosidetta Geometria del Trian­
golo. si presenta spontanea la. domanda se non sia possibile 
coordinare tali teoremi seguendo una linea logica interiore ed 
organica. ai fini di un' esposizione ehe non raggl'uppi le pro­
prietà studiate tenendo oonto della sola analogia e somiglianza 
eBteriore. 

L' ossHl'vazione che si presenta immediata è che tale eBpo­
sizione e coordinazione dipenderà essenzialmente dal punto di 
vista in cui ci si mette e dal campo delle cognizioni .geome­
triohe ohe si vogliono supporre note nel letlore. Invero la 
Geometria del Triangolo è nata e si è sviluppata per la maggior 
parte nel campo della Geometria elementare, metrica; ma, ri­
manendo in talE' campo non è molto facile poter raggiungere 
risnltati notevoli dal nostro pnnto di vista; si può. per es., 
tentare di cercare un teorema molto' fecondo di consegu~nze 

da considera,l'si in certo modo come fondamentale, da cui tanti 
altri possano dedursi come casi particolari; si ottiene iu lal 
modo una specie di	 genealogia di teoremi tra loro subordinati. 
Genealogia e subordinazione che dipenderanoo essenzialmente 
dal teorema soelto come fondamentale e dalla sua fecondità. 

Si presenta quindi spontaneo il ricorso a campi più vasti, 
a concetti più generali ed,a metodi più potenti che permettano 
di inquadrare il campo di studio e di illuminarlo maggior. 
mente: perché é noto quanto sia feconda di risnltati ed appor· 

.tatrice di luce l'applicazftllle delle matematiohe [superiori ai 
campi elementari. 
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Ora il campo che si presenta qui come naturale estensione 

della Geometria elementare è quello della Geometria proiettiva: 
la possibilità di mettere sotto forma proieUiva tutte le rela­
zioni metriche e di cOllsiderare il grnppo delle trasformazioni 
elemeutari del piano (il < Gruppo principale» di KLEIN) come 
quel sottogruppo delle trasformazioni proiettive che lascia 
ferma la coppia di punti ciclici, permette facilmente di pre· 
vedere la vastità e la eleganza delle sintesi clre si otterranno, 

Prova, di quanto asseriamo Bono, per es., i risultati conte­
nuti in due articoli di G. BIGGIOGERO a titolo: Una visione 
proieltiva della GeM"eiria dei Triangolo, comparsi iu questo 
" P"riodico» negli anni 1928-29. 

In generale è fondamentale in questo Gl'dine di idee l'os­
servazione ('l che un triangolo ed un punto (o una retta) del 
suo piano non hanno invarianti proieHivi, eosicchè molti dei 
cosidetti punti (o rette) notevoli devono proiettivamente equi­
valersi; così come devono essere proiettiva mente equivalenti 
molte coniche notevoli inscrilte nel (o circoscritte al) triangolo, 
dato che nemmeno una conica e trE' Bue tangenti (o punti I 
hanno invarianti proiettivi. 

Non è nostra intenzione proseguire qui per questa via, 
poichè abbiamo sopra citato notevoli trattazioni ohe si ispirano 
a questo oJ'dine di idee. 

Solo ,'ogliamo ricordare un' osservazione che i':> E?tTettamente 
connessa a queBti metodi proiéttivi di trattazione dell' a,l'go­
mento e che può aprire la via, non solo ad eleganti generaliz­
zazioni, ma sopra.tutto a notevolissime classificazioni dei teo­
remi della Geometria del 'l'riangolo, tali da portare veramente 
alla scoperta del loro significato profondo l'I. 

Invero, poichè, come è noto. la. Geometria proiettiva è indi· 
pendente dal posiulato euclideo delle parallele, si possono clas­
sificare le proprietà proiettive del Triangolo secondo che eBse 
sono valide in Geometria assoluta, quando si assuma come as· 
saluto del piano una qualunque conica non degenere, oppure no. 

Un esempio delle prime il dato dalla concorrenza in un 

(1) v. RETALI e BIGGIOGERO: La Geomet1"iu del Triangolo, § 41; ten,w 
sulla I!sfensione proiettiva della G. d. T., ii «Enciclopedia delle l\intf'ma. 
tiche elementari "', voI. II, parte I. 

(2J V. BERKHAN e l\-fEYER in « Enc;rkl. del" :Math. 'Vis:;. _, III.AB-10. § ;)0. 
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puuto delle perpendicolari maudate ai lati di un triangolo nei 
loro punti medii l'I. 

E ancora, postulata l'esistenza di una retta di punti imo 
propri! del piano (caso euclideoj si possono di nuovo suddivi· 
dere le proprietà euclidee del triangolo secondo che esse sono 
valide semplicemente in relazione alla retta impropria oppure 
ad una particolare involuzione BU di essa (in questo caso r in­
volnzione assoluta). Le prime proprietà, che potrebbero dirsi 
<~ affini », ai mantengono inval'iate di fronte al gruppo delle 

I	 affinità piane, e ne è esempio la conCOrrenza in un- punto 
delle mediane relative ai tre lati, mentre le seconde sono inva,· 
rianti di fronte al solo" Gruppo principale» (più ristretto) e 
sono le V~)l'e e proprie proprietà « metriche» del triangolo. 

Vogliamo qui brevemente sot.toporre all' attenzione del let· 
tore un' altra questione, già ampiamente trattata (~); questione 
che in sostanza viene posta dalla osservazione che si trova 
presa' a poco in tntte le trattazioni di Geometria de) Triangolo, 
che cioè è nn poco ,limcile definire questa Geometria e .....c· 
CiHl'ne neu,amonte i limiti. La questione qui posta riguarda 
la. stessa "",,tterizzazione della Geome1"ia del Triangolo ed è 
in cert,o modo indipendente dalle sintesi e dalle trattazioni che 
si possono dare in questa Geometria mediante la Geometrift pro­
iettiva. Infatti la sua risoluzione richiede nOll tanto un' e~ten' 

sione del campo di cognizioni geometriche, quanto un' analisi 
più profonda dei concetti fondamontali ohe sono a base del· 
l'ar'gomento di studio. 

Invero la Geometria del Triangolo vienp generalmente de­
finita oome.... "lo slndio dei punti. delle rette, dei cerchi e. 
delle coniche notevoli del triangolo, e delle trasformazioni, 
lineari e quadratiche cui dà luogo il triangolo stesso» ('). De· 
finizione che dal pnnto di vista logico non è troppo soddisfa. 
cente ed è fonte di inevitabili o"curità ed incertezze finché 
non venga stabilito con sufficiente precisione che cosa si in­
tenda per punto (o retta, ecc.) notevole del triangolo. Onde 
giustamente una esposizione soddisfacente del\a Geometria del 
TI'iangolo deve inizialmente precisare questo punto; così come 

(31 Y., per es., F.-\~o: Geometria non Eudidea, eap. II, § 23.
 
(41 Y., per es., l'op. eit., in e,.
 
(") v .. per es., RETAI... I e BWGIOOERO: op. cH., § 1. Oggetto della G d. T.
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è fatto nella già citata trattaziune di BERKHAN e MEYER (v. 
nota (')I, i cui concetti ispiratori noi vogliamo 'lui breTemente' 
richiamare ai lettori. . 

2. - Il concetto di < Punto notevole >. 

Fermiamoci un momento a considerare qualche esempio di 
quelli che vengono comunemente chiamati punti notevoli del 
triangolo ABe - è sia, per Iissare le idee, il baricentro G ­
e cerchiamo quali siano le principali proprietà che lo facciano 
cosi classificare. Il fatto che richiama an2jHlltto l'attenzione e 
che viene esposto anche nelle cOlUuni trattazioni elementari è 
ehe il baricentro G può essere definito (fig. 1) sia come intero 

A sezione della coppia di mediane AJ}[A, 
BAIB quanto della coppia BMB, CAle 
quanto della coppia CMe, AMA: da 

i qualunque delle tre coppie di me· 
Mc diane si part,a, le cost,ruzioni geome-

MB" 
........... / 

I 

......... triche conducono, invece che a tre,
 
')IO::;'..'",""j ........... ad un unico punto. In altre parole; 

,..,. I « Il· baricentro ammette una de·.... , .......
 
B .... c finizione geometrica simmetrica l'i·

M, 
spetto agli elementi del triangoloFig. L 

ABC". 
Se cerchiamo di generalizzare e precisare quest.a osserva· 

zione, siamo condotti a dire che: 
< La proprietà fondamentale di ugni elemento notevole si 

può far eonsistere nel fatto che eRSO ammette relazioni geo­
metriche simmetriche rispetto agli elementi del tria.ngolo ». 

Infatti in generale un punto P del piano può essere in tanti 
modi messo in rela.zione con gli elementi di un tria.ngolo ABC. 
Si possono, p~r e8.~ considerare le diBtanze di P dei yerUci, 

. oppure dalle rette dei lati, oppure gli angoli sotto cui si ve· 
dono da P i latJ stessi, e cosi via. 

Diremo brevemente che il punto P può essere in tanti modi 
considerato «funzione » del triangolo ABC (prendendo qui il 
termine «fuuzione » ne] SlIO significato più ampio); oppure, 
ancora, che si possono dare t,~nt(l leggi per «coBtruire » P a 
partire dal triangolo. È evidente che il risultato della costru· 

. ' 
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..ione dipenderà essenziamente dall'ordine in cui vengono con· 
siderati gli elementi del triangolo, per cui alle 6 permutazioni 
degli elementi ABC corrisponderanno in generale 6 punii. 

Ora, consideralo un cerio modo di definire P in funzione 
ileI triangolo, ossia data una. certa legge per costruire P a 
parlire dal triangolo. si presenla spontanea la domanda se non 
·esista qualche punlo che non faccia parte di un gruppo di 6 
punii dislinli. Più precisamente, poichè le 6 operazioni che 
trasformano l'uua nell' altra lutte le possibili permutazioni di 
Ire elementi ABe formano un pl'UppO G" 8i domanda se esista 
qualche punlo che rimanga invariato per qualche .ottogruppo 
-del G6 e quindi faccia parte non più di una sestina, ma di nna 
terna.o di una coppia di punii dislinti: oppure che addiril· 
,tura rimanga invariato per tutte le operazioni del gruppo 06' 

Se si yel'ifica qnest' uHimo raso noi potremo chiamare tale 
punto « notevole» rispetto al triangolo, mentre nei primi casi 
potremo parlare di terne o di coppie notevoli.. 

Benchè quanto abbiamo detto possa .embrare non contenere ­
niente di più che osservazioni presentantiE:.i come ovvie in ogni 
trattazione, anche elementare, della Geometria del Triangolo, 
pure ci sembra che la loro enunciazione esplicita non sia inno 
.tile. Gia.cchè i rilievi che abbiamo fallo possono condurre ad 
imposlazioni di problemi del tulto diverse e più agili di qnelle 
·classiche. 

Daremo nel seguito qualche esempio di questo falto, riman­
dando alle tratlazioni già cilale per gli sviluppi più vasti I"), 
'contenti se sarel1l0 riusoiti ad invoglial'e il lettore a. prendere 
diretlamenle contalto con questo ordine di idee. Qui basti l'i· 
levare, a conclusione di quanto abbiamo detto sopra, come 
-anche le traltazioni analitiche della Geometria del Triangolo 
"Si prestino benissimo a mettere in luce quella simmetria di 
relazioni che qui vogliamo soUolineare come proprietà esseno 
'Ziale degli elementi notevoli; e, tra le trattazioni analitiche, 
in modo parlicolare qnelle che utilizzano sistemi di coordinate 
intrinsecamente legati a-l lriangolo. Valga l'esempio delle coor· 
dinate trilineari; esse sono prese proporzionali alle distanze 

(6) Oltre all' op. cito in P') si veda SOMMER: Elementa're Geom.ett·ie t'om
 
-Standpunkte der neueren· Analysls W.(s •• "in" Encykl. del' Math. WiE;S ~,
 

lII1 AB,8.
 

i-

I 
I 

•
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(con segno) dalle rette dei tre lati. Il sistema si presia qnindi 
a mettere in luce una particolare relazione che uu puuto del 
piano può avere con un triangolo: le sue distanze dalle rette 

• . ·dei lati. Orbene il baricentro è rappresentato dalla terna di
 
coordinate
 

.. l . l . 1
 ,x,y.z=u·b·c 

e l' ortocentro dalla terna
 

111
 
x : y : Z = cos " : cos ~ : CO" y 

(dove a, b, c ed ", ~, y misurano rispettivamente le lunghezze­
dei lati e le ampiezze degli angDli interni). Formule eh!, ren­
dono evidenti le nostre affermazioni. L'esame potrebbe essere 
esteso agli altri sistemi di coordinate e porterebbe sempre alla 
stessa" conclusione. :Xon vogliamo quindi insistere più oltre, 
ma solo ripetiamo qui nn' osservazione analoga a quella già 
falta nel preoe'dente §: non tulti i sistemi di coordinate intrin· 
secamente legati al triangolo sono della- stessa potenza; infatti 
il sistema di coordinate baricentriche può essere usato ad espri· 
merc proprietà invarianti per il gruppo delle afUnità piane e 
non per il solo .. Gruppo principale )}, perché in e8Bo le coor· 
dinate di un pnnto vengono assunte proporzionali alle aree 
(con segno) dei triangoli PAB, PBC, PCA ed una affinità piana 
altera tutte le aree di una stessa costante moltiplicativa. 

3. - Terne di punti nel plano di Gauss. 

Abbiamo affermato al prec. paragrafo che le osservazioni 
da noi fatte possono suggerire nuove vie per la traHazione dei 
problemi riguardanti la Geometria del Triangolo. Una di queste 
vie è immediatamente presentata da quella parola « lunzione » 

da noi usata: si presenta cioè spontanea la domanda se non 
sia possibile una impostazione del problema dei punti notevoli 
tale da permettere lo studio delle proprietà di un punto no­
teyole P, definito RiInmetricamente in funzione degli elementi 
di un triangolo, mediante quello di una funzione (nel senso 
dell' analisi) simmetrica dei snoi argomenti. Siamo qui natural· 
mente condotti a considerare i tre vertici V, V, Va come pnnti 
indici di tre valori complessi Z,Z,Z3 in un piano-slera di GAUSS. 
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ed a ricercare il significato geometrico delle funzioni simme­
triche dei tre argomenti .,.,.,. 

Cosi calcoli molto semplici dànno per il baricentro G del 
triangolo V, V, V, l'espressione: 

G= l., + ., + .,)/3 

per	 il centro O del cerchio circoscritto l'espressione: 

.,	 ., .,
 .,	 ., ., 1 

., 1 

·3 ·3 1 
0="1 ., ., ., ., 1 

1 

" ·3 1 

(dove abbiamo indicato con • la quantità coniugata di 'l. 
I punti della retta di EULERO vengono rap·presentati da.!·· 

1'espressìone 
z = ÀG + l'O 

con	 À, ~t. parametri reali soddisfacenti alla relazione 

e quelli del cerchio circoscritto dall' espressione: 

con ÀJ2À3 parametri reali omogenei soddisfacenti alla relazione 
• 

À, + )'2 + À3 = O. 

È	 però necessario tener presente la osservazìone fondamen­
tale	 che non tutte le 'funzioni simmetriche dei tre argomenti 
ZjZ2ZH hanno un significato geometrico come ra{>presentative di 
elementi notevoli del triangolo Vt V2 Va' contrariamente a ciò 
che potrebbe a prima vista apparire. 

Se infatti applichiamo alla variabile complessa una trasfor· 
mazione della forma 
(1) 
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1con o: e ~ costanti comple.se) trasformazione ehe, interpretata 
geometricamente sul piano dà la più generale similitudine di· 
retta, ogni elemento notevole del triangolo V, V, V, devrà tra· 
"sformarsi con la stessa legge, oBsia dovrà essere covariante al 
,triangolo rispetto alla trasfermazione'll). Gli elementi noteveli 
del triangolo saranno quindi· rappresentati da. funzioni simme· 
triche degli argomenti Z,Z,Z" tali che sia 80ddisfalta la cundi· 
'Zione neees8aria 
'(2) {(zi, z;, zs'J = o:f(z" Z,' z,) + ~ 

i]uando z e Z 8iano legate dalla (11. 
]\folto feconda di risultati è l'idea di eonsiderare tre va· 

lori Z' IZ2 Z'S COffiP radici di un'equazione C'ubica 

(3) F,(z" z,' zJ = O 

e di studiare i covarianti della forma cubica corri&pondente Cl. 
Oi limiteremo qui a rilevare l' importanza che ha per la Geo· 

metria del Tria ngolo l'interpretazione geometrica della risolu· 
'zione dell' equazione cubica, così come si può trovare riportata, 
per es., da ENRIQUE8 e CHl8lNI ('I. Iuvero possiamo conside· 
rare le tre radici z,z,z, della la) come un ciclo della proietti­
vità ciclica del terzo ordine l'he le permuta tra loro: Proiettività 

- iJhe, insieme col suo qU:ldrr-tto e con l'identità., forma un ~ot­

togruppo ciclico dell' intero gruppo diedrico di 6 proiettività 
'che trasformano in sè una terna di punti della retta. La ri8o~ 

luzione dell' equazione quadratica risolvente della (3) equivale 
alla ricerca dei punti uniti di tale sottogruppo eiclico dr proiet· 
tività. Ora- che questa eoppia di punti uniti, geometril'amente 
interpretata, si presenti eome una coppia di punti notevoli ri­
spetto al triangolo delle l'adici della (3) risulta subito dall' os· 
servare clie questa coppia f: definita non 8010 simmetrica,mente, 
ma anche proiettivamente rispetto a tale triangolo, ossia in 
modo invariante rispetto a trasformazioni del tipo 

, o:z + ~ (41 Z=--­
rz+ o 

·di cui manifestamente la (1) è un caso partieolare. 

(l) BELTRAMI: RicM"che sulla geometria aelle forme binarie cubiche. 
c Opere ~, tomo II. 

(8) Teoria geomett"ica delle e.quozù:mi e· de.lle fwnzioni algebriche, libro I, 
'C'p. I, § 5. 
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Indichel't'Ino tale coppia con HtH<f c la chiameremo coppia 
hessiana della terna di radici della (3), perch;, l'equazione che 
dà la coppiaH,H, si ottiene notoriamente anche uguagliando a O 
il covariante hessiano della forma cubica relativa alla (31 Siessa. 

Per studiare ora in quali relazioni stia la coppia H,H, col 
trirmgolo r, V2V~ oSBer"iamo che la terna suddetta può, in un 
numero finito di modi, e~sere traspDrtat,a sulla terna 1, €, et 
mediante una trasformazione proiet­
!iva del lipo (41 (fig. 21 (., .' radici 
cubiche complesse dell' nnitàl. Ora 
:in questo ca,so molto semplice i tre 
punti 1, E, s;! S'ono ai vertici di un 

_l_~ . ~_----11. 
triangolo eq.uilatero e le proiellività 
<licliche che mntano la terna in ~S€-

sono date dalle rotazioni di 2rr/3 e _.di 4,,/3 allorno al punto O, cenlro 
di tale triangolo. In fOl'mule lali pro­

Fg.2.
jpttività sono date da 

€ di qui risulta immediatament'e che esse ammettono come puuti 
uniti i valori O e ,cc. Ooncluderemo dicendo: ogni trasforma­

2zione del tipo 14) uhe porti la terna z!z~z:j nell<-l terna 1, é. E

porta la coppia H,H, nella coppia O, =. JHa ]1' trasformazioni 
-del tipo 141 (affinlt.à circohu'i di ){liRTUSI sono omocicliche cd 
i'sogonnIi, ossia portano cerchi e rette in cerchi o rette, 'con­
ser,,-ando gli angoli. Ora osserviamo che le rette che congiun. 
gono H pnnto O coi punti 1, :c, =.2 sono ortogonal~ al cerchio 
dei tre punti e formano tra loro angoli di 21t/3 e concluderemo 
-che i punti Hj.H~ sono quei punt.i del piallO <Id triangolo Yj 112Yg 

<:,.he sono base di un fascio di cerchi tutti Ol'tog'onali al cerchio 
<circoscritto al triangolo stesF;o, e tale che i t,re uerclIi del la.scio 
passanti per i vertici formano ~ra loro nei punti base angoli 
<li 21:/3 Ifig. 3). 

Che poi i punti H 
j
H 2 siano allineati cl:Jl centro del cerchio 

-eil'co~critto·Bi deduce immediatamente osservando che nel fascio 
H ,H 2 c'è un cerchio passante per il punt,o z = 00 e quIndi 
degenere nella rella H,H, c che lale relta, dovendo, come lutti 
i cerchi del faBcio essere ortogonale al, cerchio circoscritto, 
deve passare per il 8UO centro. Se ora. esaminhl,mo più davvi· 
cino il gruppo delle 6 proiettività complesse che mutano in 

'mn X' 
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sé la terna V, V,V" gruppo oloodricamente isomodo con quello 
totale del1~ sostituzioni su tre elementi, vediamo che esso si 
compone, oltre cho del sottogrnppo ciclico comprendente l'iden· 
tità e lo dne proietlività cicliche (V, V, V,I e (V, V, V,l, delle tre 

Fig. H. 

involuliioni che la8ciano fermo un punto della tCl'na e scam­
biano tra loro gli altri due. Esse lasciano quindi ferma una. 
seconda terna di punti UI Ul! U:~ formata dai tre punti che, in~ 

Rieme con ciascun punt,o della terna VI V2 V3 , scpal'ano armD­
nieamente gli altri due. Un semplice {>samf~ della, fig\ll'a per­
mette di accertarsi che, quando la terna Yt V2 V3 sia trasportata 
sulla terna 1. e:, e2 la UI rr'l U3 

è daf,a da - 1, - E, - E
2

• 

In generale quindi la terna [Ii U2 U. dà un triangolo che ha
j 

lo stesso cerchio circoscriUo della V, V, V, e tale che ogni 
cerchio del fascio HjH'l ehe passa per un punto Vi interBeca 
sul cerchio circoscri tto il corrispondente U,. 

4. - Terne dI punti su una conIca. 

La considerazione del triangolo V, V, V, nel piano della va· 
riabile complessa ci ha permesso di ottenere una· configura~ 

zione di elementi notevoli ad esso relativi (una coppia di punti 
ed un secondo triangolo) che si presentano naturalmente corne­
i primi e più importa.nti elementi notevoli, essendo inya.l'iantì 
di fronte al gruppo totale delle proiettività del piano complesso 
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'Che trasformano il triangolo in sè. Se consideriamo ora il 
triangolo non più nel piano della variabile complessa ma nel 
piano proiettivo e ci lasciamo guidare da considerazioni dello 
-stesso genere, giungiamo con grande naturalezza ad altri eleo 
menti notevoli, definiti anche qui come ir~varianti di fronte a 
:gruppi di trasformazioni che mntano il triangolo in sé. 

Consideriamo dunque il triangolo Yl V2 1';\ nel piano proiet­
tivù ed il relativo cerchio eircoscritto k. Hicordiamo che esis.te 
una ed una sola omografia pia.na che porta una conica c in 
un' aUra determinata c', con la condizione che una terna di 
punti su e vada in unti terna prefissa tu su c'. Esiste quindi 
'lIlla ben determinata omografia piana che trasforma in sé il 
cel'chio k portando i tre punti V, v., V, nei punti stessi. presi 
in un altro ordine. 

Le omografie Come qne8ta saranno tante quante sono le 
diverse permut.azioni degli elementi VI V"2 V~ e formeranno anche 
qui uu .gruppo oloedricamente isomorfo a quello totale delle 
'Sostituzioni su tre elementi. Orbene siamo naturalmente portati 
"' domandarci se esista qualche eh'mento del piano (punto o 
l'etta.l che Bia inval'iante per t,aJe gruppo di omografie. La l'i· 
sposta è immediata e ei condurrà a definire per questa via un 
punto ed una retta che, in questo ordine di idee, appaiono 
come gli elementi notevoli fondamentali e che sono ComUllp· 

mente chiamati punto e retta di LEMOINE. E~si sono r unu 
interno e l'altra esterna al cerchio k, e rispettivamente polo e 
polare rispetto a questo cerchio. 

Osserviamo che. r intero gruppo r6 delle 6 olllogl'afie pia1Je , 
che trasformano in sè il triangolo 
l'i 1'2 V

3 
e il cerchio k può ritenerE\i ge­ T 

nerato da due fra le tre involuzioni 
8Pguenti: Il -che lascia fermo Vi e 
'scambia tra loro V 2 V:p 12 che lascia 
fermo F2 e Bcambia tra loro 1'.1 VI l 

ed I, cile lascia fermo Y, e scambia k 
tm loro V, V,. Il polo P, di I, Ifig. 4) 
è delimto dall' intersezione (Iella l'ella 
lr, V, e della langente al cerchio k in Vi 
ed analogamente gli altri. Ora il teo· :Fig.•. 

re~a di PASCAL ci assicura che i tre 
punti P,P2P, sono alliueati e,·per quanto abbiamo detto sopra, 
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la loro retta r Il invariante per lutte le omogra,fie dell' intero 
gruppo r,. 

Assieme alla retta r Il manifestamente invariante il polo R 
di r rispetto a k. Le ulteriori tangenti mandate a k dai punti 
P,P,P, definiscono su k stesso il triangolo U, U,U, che Il ma­
nifestamente invarianto per tutte le omografie che mutano in 
sll il triangolo V, V, V, ed il cerchio k, e i due triangoli l'. Y, Y, 
e U

l 
U'l U'd sono omologici rispetto al centro R ed all' asse r. 

Possiamo ora osservare che, dato il gruppo r di omografie,. 
ogni punto del cerchio k definisce un gruppo 

6

di nna g: die­
drica a cui appartiene, e i punti di ogni gruppo, presi in 01'­

dille opportuno, definiscono un esagono ìnscl'itto in k che ha 
la retla r ed il punto R come retta di P ASCAL e punto di 
BmANcHoN. Abbiamo quindi, in relazione al r" infiniti esa· 
goni aventi lutti la .tessa retta di PASCAL e lo stesso pnnto 
di BR1A:'<'CHON: in particolare due esagoni cosiffatti sono dati 
dai triang'oli VI ~2 V;j e U1 U2 U;/, ognuno contato due yplte. 

È facile convincersi che il triaugolo U, U, U, è quello stesso 
considerato nel prilCedente paragrafo. 

Basta ricordare che qnattro punti di un cerchio, conside­
rali nel piano della variabile complessa, hanno nn birapporto 
reale e che ha lo stes80 valore del birapporto che compet" 
loro quando si cousideri il cerchio nel piano proiettiva l'I. Ora 
le costruzioni fatte e le definizioni poste ci portano a consi·· 
derare il punt,o [Ti come q narta armonico dopo ]T! Vs e 171 ,. 

tanto nel piano della variabile complessa quanto sul cerchiI> 
considerato nel piano proiettivo; e, lo stesso .i dica di U, ed U,. 

È pure facile vedere che lo. retta r Il l'asse del segment<> 
H,H" Basta osservare che, poiché da P, partono due tangeuti 
a k nei punti V, U" p. è il centro di un cerchio ortogonale 
a k passante per l'. U, e lo stesso ·si dica per P,P" La retta r 
risulta dunque la retta dei centri dei cerchi del fascio di punti 
base H,H" e quindi asse del segmento H,H,. 

Non Il nostra intenzione insistere e sviluppare qui le dimo­
strazioni di altre proprietà, perchè questo ci porterebbe fuori 
dei confini del programma che ci eravamo tracciato: quellI> 

• 
(Hl Per la facile ùimo!;kazlone ,]j questo fatto si veùa per es.: Cml'mn:: 

I Gt'uppl fiuiti di proietfù,ità. ~ Periodico di ).Iat. ", 10a8, Il. 2. 
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di richiamare l'attenzione su questo fondamenlale problema 
della Geometria del Triangolo che è la precisazione del con· 
cetto di elemento notevole. 

L' osservRzione che fa cOllfoiio;i.ere la earatteristica di questi 
elementi nell' esistenza di particolari relazioni col triangolo 
simmetriche rispetto agli elementi del triangolo stesso è ovvia 
e si presenta a chiunque esamini i pochi esempii di elementi 
notevoli che sono dat,i nei trattati di Geometria elementare, 
ma, ad un esame più approfondito, 8i rivela più feconda di 
risultati di qnanto non possa appaJ'Ìre a prima vista. 

Infatti il concetto di relazione simmetrica rispetto agli eleo 
menti del triangòlo porta spontaneamente con sè quello di in. 
varianza rispetto a qualche gruppo di trasformazioni relativo 
al triangolo stesso, e qui nascono delle impostazioni e delle 
trattazioni dei problemi che possono ben dirsi inaspettate " 
certamente fuori dal quadro delle trattazioni abituali. 
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